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Sui parametri e gli invarianti
delle forme quadratiche differenziali .
(Menmria del
prof.
G. Ricci, u Padova.)
Neiia Introduzione alla Memoria del prof. BELTRAMI : Sulla teorica gene-
rale dei parametri differenziali inserita nel Tomo VIII della Serie II delle
Memorie dell'Accademia delle Scienze dell' Istituto di Bologna e fatto avvertire
la propriety essenziale di detti parametri essere quella notata da JACOBI, cioe
che la loro tras formazione non richiede altro fuorche la conoscenza della
forma, che assume l'elemento lineare nel nuovo sistema di variabili . Da questa
osservazione emana naturalmente it dubbio che, anche limifandosi alle espres-
sioni di 2° ordine, non soltanto quelle comunemente conosciute e designate coi
simboli A2 U, A, A, U,
p(U., U) meritino tal nome ; e cib tanto pit che per essi
la propriety medesima e stata fino ad ora dimostrata con metodi indiretti ed
artificiosi .
Come metodo diretto per tali indagini si offre naturalmente quello seguito
dal prof . CASORATI nella sua Ricerca fondamentale per lo studio di una certa
classe di proprieta delle super facie curve (*) e che consiste nell'eliminare tra
due sistemi di quantity corrispondenti a due diversi sistemi di variabili le de-
rivate delle une rispetto alle altre per giungere alle equazioni esprimenti ap-
punto la ricordata proprieta essenziale . Da questo punto di vista in fatti la
teoria dei parametri differenziali racchiude in se quella degli invarianti delle
forme differenziali quadratiche, la quale, sebbene svolta soltanto nel caso delle
superficie ordinarie a due dimensioni, e oggetto della Memoria del
CASOBATI .
I risultati relativi alla ricerca medesima contenuti nei miei Principii di una
teoria delle forme
	
quadratiche (**), pei quali gli invarianti degli
Annali di TopToIINI, vol. III e IV.
Tomo XII della Serie II di questi Annuli .
Annali di Matenatiea, tomo XIV . I
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elementi lineari delle superficie di quante si vogliano dimensioni si sono pre-
sentati come veri e propri invarianti algebrici di un sistema di due forme qua-
dratiche covarianti, mi hanno indotto a cereare una via simile per giungere
ai parametri differenziali di 2° ordine .
Partendo da una forma differenziale quadratica qualunque
?
ad n variabili
x,, x 2 j . . . xn, e da una funzione arbitraria U di queste si vedra nel § 3 del pre-
2
sente scritto come aggiungendo alle ~~	
d
~S
una conveniente funzione lineare
delle dU , i cui coefficienti dipendono da quelli di
?
e dalle loro derivate prime,
cd x,•
si ottengano i coefficienti U, di una forma quadratica
x
covariante a p. For-
mando col metodo noto it sistema degli invarianti assoluti delle due forme, si
hanno n parametri differenziali di 2° ordine di o, rispettivamente dei gradi
1 , 2, . . . n nelle derivate di U, e si riconosce facilmente the quello di 1° grado
non e the it a2U. Dal punto di vista delle applicazioni e notevole the net caso
del nostro spazio anche i due nuovi parametri di 2° ordine, the cosi si trovano,
eguagliati a zero danno delle equazioni a derivate pa .rziali, the sono soddisfatte
da funzioni del solo raggio vettore p e precisamente da 1p e da p . Partendo
dalla nota propriety the le c1U sono controgredienti alle dx,~ si hanno gli
CZ xr
altri parametri differenziali di 2° ordine gia noti, cioe it VUL,U e it O,&,U,
the sono l'uno un covariante e 1'altro un controvarianie di ? . Pero tutti questi
parametri differenziali di 2° ordine non contengono the le derivate prime dci
coefficienti della forma differenziale . La introduzione delle loro derivate seconde
conduce a quelli delta nota forma quadrilineare p covariante alla data, it cui
annullarsi identicamente costituisce, come dimostro pel primo RIEMANN, la con-
dizione necessaria e sufficiente, perche la
?
sia di classe 0 . Cosi la determina-
zione degli ulteriori parametri differenziali di 2° ordine si riduce a quelli degli
invarianti e covarianti del sistema di forme o, z e p, determinazione, the non
presenta alcuna difficolta nei casi, in cui alla forma quadrilineare p se ne puo
sostituire una quadratica, come per esempio, quando e n = 3, o la forma pro-
posta
?
rappresenta l'elemento lineare di una superficie a piu di due dimension] .
La determinazione dei parametri differenziali di 2° ordine con piu funzioni
arbitrarie non richiede the la considerazione assieme a e p di tutte le forme,
che, come la x da U, si possono dedurre dalle funzioni stesse .
Nel § 4 e indicato in modo generale e senza scendere ad applicazi
metodo da seguire per giungere ai parametri differenziali di ordine superiore
delle forme quadratiche differenziali .
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al secondo, metodo, the 6 naturalmente suggerito dai risultati gia ottenuti nel
§ 3
. Come in fatti in questo paragrafo le derivate seconde di U sono state
espresse per le U rs , cosi alle derivate terze di U, si sostituiscono con metodi
e risultati analoghi i coefficienti di una forma cubica covariante a T . E in ge-
nerale alle derivate dell'ordine
msimo
di U si sostituiscono i coefficienti di una
forma di grado m covariance alla proposta . Questa medesima sostituzione parmi
debba spesso tornare utile nelle ricerche analitiche, perche i coefficienti stessi
non introducono nei cambiamenti di variabili, esplicitamente, se non le derivate
prime delle antiche rispetto alle nuove e, dipendendo dalla forma dell'elemento
lineare, indicheranno in ogni problema naturalmente le coordinate da preferire
per dare alle equazioni del problema stesso la maggiore possibile semplicita .
Nel caso the 1'elemento lineare abbia la forma ,IdxQ essi coincidono colic de-
rivate di ordine m di U e ad esse forse meglio the ai parametri differenziali
si addice it considerarle, come disse di questi it LAME (*), come qualehe cosa
plus essentielle, plus simple et en ineme temps plus complete que toutes les
derivdes partielles .
Allo sviluppo dei risultati teste accennati e the parmi non manchino di
interesse ho creduto premettere nel § 1 alcune considerazioni generali sul pro-
blema propostomi e sul metodo seguito per risolverlo e nel § 2 una breve espo-
sizione dei risultati da lungo tempo conosciuti e relativi ai parametri differen-
ziali di 1° ordine .
§1.
Considerazioni generali .
Avendo a considerare delle funzioni ~p di n variabili x,, x 2 , . . . xn indiche-
remo per brevity con p(r) la derivata di ~p rispetto ad x r , con
p(rs)
la derivata
seconda di p rispetto ad x r ed xs , ecc. Ometteremo pure, per brevity, di indi-
care i limiti delle sommatorie, quando queste si debbano intendere estese da
1 fino ad n .
Chiamiamo forma differenziale quadratica ad n variabili ogni espressione
ars
d x r d x s
,
rs
in cui le ars sono funzioni di x,, x,,. x,, . Nelle considerazioni seguenti sup-
(*) Lecons sur les coordonnees curviligne, § XV .
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porremo sempre che it discriminante a di p sia differente da 0 e chiameremo
parametri differenziali della forma stessa tutte le espressioni, cbe contengono
i coefficienti di p, una o piu funzioni arbitrarie e le derivate di tutte queste
quantita, e non cambiano forma quando alle variabili xi , x 2 , . . . xn se ne sosti-
tuiscono delle nuove u,, u2j . . . un . 11 loro ordine si desume da quello delle
derivate piu alte in essi contenute . Quei parametri differenziali, che non eon-
tengono ne le funzioni arbitrarie, ne le loro derivate si diranno invarianti dif-
ferenziali .
Quando si sostituiscano le variabili u alle x indicheremo con 'h") la de-
rivata di
Xh
rispetto ad ur e adotteremo per le quantita relative alle nuove
variabili notazioni analoghe a quelle adottate per le quantita corrispondenti
relative alle antiche, distinguendo le une dalle altre con delle parentesi . Cosi
con (a1,,) indicheremo it coefficiente generico della forma trasformata di p, con
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Se si indica con F(ars, . . . a,s, . . . U, . . . U(r), . . . U(rs)) un parametro dif-
ferenziale, la equazione





. . (a ; ) . . . (U) . . . (U(r) ) . . . (U(r
s
))1,
che ne rappresenta la propriety caratteristica, dovra risultare dalla eliminazione
della xhr), xhra),
. . .
tra le (1), (2), . . . (I), (II) . . .
Ne viene per conseguenza che, se si eccettuano le stesse funzioni arbitrarie
U, V, . . . che possono a tenore della definizione data riguardarsi come para-
metri differenziali di ordine 0, ogni parametro differenziale non conterra che
le derivate delle funzioni arbitrarie. Se si nota di piu che per conseguenza
ogni altro parametro differenziale di ordine 0 sarebbe un invariante algebrico
assoluto della forma p, la quale non ne ammette, si conclude che, all'infuori
delle funzioni arbitrarie non esistono parametri, ne invarianti differenziali di
ordine 0 .
Se si pone




Parametri differenziali di 4° ordine .
ars, i = (a
(
2) ) -- a;s))
(3)
dalle (2) si hanno le
(ars, i)
= Y x92)
12: ahh, g xii ) xA's) + V





come da queste si trarrebbero reciprocamente le (2) . Invece delle (2) possiamo
dunque considerare le (2bis) e poiche evidentemente tra queste non a possibile
eliminare le xh s) conviene concludere the i parametri differenziali di 1° ordine
non possono contenere le ars
,
i . Abbiamo cosi it seguente
TEOREMA
: I parametri differenziali di 1° ordine non contengono le de-
rivate dei coe fficienti della forma diferenziale .
Da esso si trae it
COROLLARIO : Non esistono invarianti diferenziali di 10 ordine .
Dal teorema dimostrato si deduce pure the i parametri differenziali di
1° ordine si avranno eliminando le x`h) tra le (1) e (I) . Queste ci dicono the le
U(r) sono controgredienti alle d x,. cosi the la determinazione dei parametri
differenziali di 1° ordine coincide con quella dei controvarianti della forma p
considerata come forma algebrica quadratica . E questa appunto la via tenuta
dal prof.
BELTRAMI nella Memoria citata per giungere ai due parametri diffe-
renziali di 10 ordine con una o due funzioni arbitrarie















indicando con a rs it complemento algebrico di a,., .
(4)
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si ha
Ur
= d' (Up) x
;1') (Ibis)
t
la quale ci dice the le U sono cogredienti alle dx i . Per questa ragione e
spesso opportuno, come vedremo in seguito introdurre le Ur invece delle U(r),





























Parametri differenziali di 2° ordine .
U,. _ "' c,• S U(S) (5)
s




confrontata colla (1) ci dice the la forma di coefficienti Ukk e cova-
riante alla p. Se si indica quindi con c,, it coefficiente di cr nel determinante
,L ± (
a1! + c U„)
. . .




le espressioni 02r U sono parametri differenziali di 2° ordine della forma
T
con
una funzione arbitraria U e di grado r rispetto alle derivate di questa funzione .
Si ha















hk hk ,i ~a
.i
delle forrne quadratiche differenziali .
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La espressiont o di questa equation ` quella
del parametro differenziale di 2° o ne communemente indicato con A, U sotto
la forma datagli dal prof. BELTRAMI nel § 3 della Memoria piu volte ricordata .
Noteremo di piu the se e p = , dx', si ha
U1,1,
= U (kk) e A 2,. non e the la
r





cosi the A 2 ,2 coincide con questo stesso determinante .
Se si costruisce it sistema di invarianti algebrici assoluti communi alla
forma p ed a piu forme rispettivamente di coefficienti Ur s, V,, S , TV,,, . . . for-
mati tutti analogamente alle Urs coi coefficienti delle funzioni arbitrarie U, V,
1V, . . . si ottengono dei parametri differenziali di 2° ordine con un numero qual-





ci r V(r) sono variabili cogredienti e le V Uj,.Vz controgredienti
r i
alle dx,. . Le prime danno quindi luogo non soltanto al covariante di p, the
coincide col parametro differenziale di 1° ordine di V, ma ben' anche al cova-
riante 2;U,S V,.VS , e le seconde al controvariante J,r C S Uir Uj S ViVj,
the sono
rs rsij
tutti parametri differenziali di 2° ordine con due funzioni arbitraric ; e cosi pure
le espressioni V' UrsUr Vs , S' c,s Ui r Ups Ui Vj . Limitandoci pero a considerare i
rs
parametri differenziali di 2° ordine con una Bola funzione arbitraria noteremo





p UA, U = 2,; UrsUr U.,
ra
A, A,U=41C Uir Uj
s UiUi .
rsij
E del resto evidence in generale the sostituendo in un parametro diffe-
renziale ad una funzione arbitraria un parametro differenziale si ha un nuovo
parametro differenziale .
Cerchiamo ora i parametri differenziali di 2° ordine, the contengono anche
le derivate seconde dei coefficienti di T . Dalle (3) si ha
acy
s = a rt. S + a t,,
(8)
8 Ricci= Sui parametri e gli invarianti
the le derivate seconde delle ars si esp imono per le deriva e Belle
a rt , s . Derivando la (2bis) rispetto ad ui e calcolando per mezzo del ( is) me-
desime la espressione
`r








(ar8, i) - (Cpq) (ars, p)
(ail, q)
= Z~ ahk, 9 - cut ahh,



















Da queste si eliminano facilmente le xh''8t) e, ponendo
aih, gk = aig)h -a
(g)
h + Y, Crs ( aih, r ahg, s - aig,











Le espressioni (10) sono note ed e pur noto the l'annullarsi identicamente della
forma quadrilineare t , di cui esse sono i coefficienti, da le condizioni necessarie
e sufficienti, perche la forma
T
sia di classe 0 (*) . La (3') dice the questa forma
e covariante a
?
e la determinazione degli invarianti differenziali di 2° ordine
di p b cost ridotta a quella degli invarianti algebrici assoluti del sistema di
forme ? e p. Da cib si deduce subito it seguente
TEOREMA : Ire forme differenziali quadratiche di classe 0 non ammettono
invarianti diferenziali di 2° ordine .
E facile dalle (3') dedurre the se per un dato sistema di variabili x le
espressioni
aih, gk
sono i minori di 2° ordine di un determinante simmetrico di
grado n, i cui elementi indicheremo con bhh, se cioe si ha
aih, gh = big bhk - bile bgh ; bhh = bhh,
(11)
per un altro sistema qualunque di variabili n si ha pure
(a,., ..)
= (blp) (bmq) - (blq) (bmp),
con




Queste ultime equivalgono in questo caso alle (3') e allora la determinazione
degli invarianti differenziali di 2° ordine di p si riduce a quella degli n inva-
(""~ Veggasi it § 2 della mia citata Memorin .
delle for7ne quadratiche differenziali .
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rianti algebrici assoluti della forma
T
e di quella p' di coefficienti b,s , the
secondo la (3") le e covariante .
Poiche it numero delle espressioni
aih, gk









1) e questi due numeri coincidono per
n= 3,
in questo caso si potrh sompre sostituire le (3") alle (3') . Per n = 2, cioe quando
T rappresenta 1'elemento lineare di una superficie del nostro spazio, si ha una
sola (11), la quale determina soltanto it discriminante della forma v/' , e non i
suoi singoli coefficienti . Questo discriminante a a,,,,, e non esiste in questo
caso the un solo invariante differenziale di 2 ° ordine, cioe !ILL, it quale rap-
a
presenta la curvatura sferica della superficie .
Le (11) hanno luogo anche quando la forma p e di 1a classe (*), cioe
quando essa rappresenta l'elemento lineare di una superficie ad n dimensioni .
Come si sa, una tale superficie ammette n raggi principali di curvatura e per
n >
2 i coefficienti della equazione di grado n, the ha per radici questi raggi,
supposto ridotto all' units quello della potenza
nsinxa
della incognita, costitui-
scono n invarianti differenziali indipendenti della forma T .
Per ottenere tutti i parametri differenziali di 2° ordine basta assieme alla
(1) e (3) considerare le (I) (11b
18)
e le analoghe a queste ultime relative ad
altre funzioni arbitrarie ed eliminare tra esse in tutti i modi possibili le xh) .
Quando alle (3) si possono costituire le (3"), una tale eliminazione non eccede
i limiti della teoria ordinaria dei sistemi di forme algebriche quadratiche .
§ 4.
Parametri differenziali di 3° ordine .





















si sostituiscono per le U(h), U(h )') ed x(") i valori dati dalle (5), (7) e (6) ed
(*) Veggasi it § 3 della mia citata Memoria .
Annali di Matematica, tomo XIV . 2
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alle
xh8t)
quelle, the si ottengono derivando le (6) rispetto ad ut e si pone
Uhhj = U(hkj)
-
hcpq [ahh,p Uqj + ajh,p Uqh + ahj,p Uqh] -
pq
v [akh, 9 - v cpq ahk, q asj p] Ug
9 pq
si giunge dopo alcune riduzioni servendosi di formule gia precedentemente
trovate alle
(L rst) = I
Uhhj x~h) xk8' xjt) , ( IIIb=°)
hkj
le quali si possono considerare invece delle (III) .
Per ottenere le derivate terze delle (ars) espresso per quelle delle as pos-
siamo partire dalle (9) . Come si deduce dalla forma di queste la eliminazione
delle derivate quarto delle x rispetto alle u conduce a delle risultanti, le quali
contengono soltanto le derivate prime delle espressioni indicate nel paragrafo
precedente coi simboli
(aim .pq), aih, gk .
Queste risultanti perb si ottengono pill
facilmente derivando le (3') o (3"), quando queste si possono sostituire a quelle .
Si introdurranno cosi le . derivate seconde delle x rispetto alle u e a queste
dovranno sostituirsi i loro valori dati dalle (6) .
Nel caso di n = 2 non si ba the una equazione (3), alla quale si pub
sostituire la
(a it ,2) _ 0,2,
12
(a) a '
the le equivale, tenuto conto delle (1) . In questo caso quindi p non ha the
un invariante differenziale di 3° ordine it A,
(L
P . E poichb, secondo quanto
a
abbiamo ora osservato, per la ricerca degli invarianti differenziali di ordine
superiore al secondo basta tener conto delle (3') o (3"), potremo concludere in
generale the nel caso delle superficie a due dimensioni per ottenere gli inva-
rianti differenziali di ordine m + 2, basta determinare tutti i parametri diffe-
renziali di ordine m con una sola funzione arbitraria e sostituire a questa la
curvatura sferica della superficie . Tale nella sostanza e it metodo seguito dal
prof. CASORATI nel § 4 e 5 della sua Ricerca fondamentale.
Per n > 2 ci limiteremo a considerare soltanto it caso, in cui alle (3) si
possono sostituire le (3") . Adottando per la forma p' di coefficienti brs nota-
zioni analoghe a quelle adottate per la p, la derivazione delle (3) conduce alle
formule corrispondenti alle
(2bis) .
Sostituendo in esse alle x'h
sI
i valori dati dalle
(6) e ponendo
phhg = bhh,
g - L epq bgq ahk, p
Pq
si giunge alle
La determinazione degli invarianti differenziali di 3° ordine esigera la elimi-
nazione delle xh) tra le (1), (3") e (4'), mentre per ottenere i parametri diffe-
renziali dello stesso ordine converra tener conto ancora delle
(Iss) , (Ilbis)
e
(IIIbis) e delle analoghe a queste relative ad altre funzioni arbitrarie .
Dalle (12), tenendo conto delle (10) si ha
Uhkj - U, jk = 2: ahg, jk Ug
s
e quindi, se la forma p e di classe 0 U1, j = Uhjk . E poiche e pure evidente-
mente
Uhkj = Ukhj si vede che, quando la forma proposta p e di classe 0, le
Uhkj possono considerarsi come coefficienti di una forma cubica covariante alla
p stessa. Nel caso generale le Uhkj sono i coefficienti di una forma quadratico-
lineare covariante pure alla p .
Cosi anche la ricerca dei parametri ed invarianti differenziali del 3° ordine
e ridotta a quella degli invarianti di sistemi di forme algebriche . Ad analoghi
risultati si giungerebbe per quelli degli ordini superiori, sui quali non e oppor-
tuno insistere, essendo it gi., esposto sufficiente per le ordinarie applicazioni e
per porre in lute it metodo da seguirsi in simili ricerche . Noteremo soltanto
che, come si deduce dalle (9), invece delle derivate di ordine m + 2 delle
a,. s
si possono considerare quelle di ordine
m delle aih,gh o bhh . Da cib viene it
TEOREMA
: Le forme differenziali quadratiche di classe 0 non hanno
invarianti differenziali.
Padova, aprile 1885.
delle forrne quadratiche di ferenzialii .
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(4)
